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AN dicionih form 3 k1o vaze 70 hinerholicke .
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Viseznacne funkcije. Kao motivaciju za posmatranje viseznacnih
funkcija razmatra¢emo funkciju f(z) = Arg(z). Zbog periodi¢nosti

pleksnog broja zaklju¢ujemo da argument kompleksnog broja nije jedin-
stveno odreden, nego je odreden do na 2km gde je k bilo koji ceo broj.
Dakle, ako je z = re!@+t%m (o € [0,27) je fiksirano), tada funkcija
Arg(z) = ¢ + 2km promenljivoj z pridruzuje beskonacéno mnogo ra-
zlicitih realnih vrednosti, i ona predstavlja najelementarniji primer
viseznacne (multiformne) funkcije. Vrednosti ove funkcije nazivac¢emo
glavnim vrednostima ukoliko je Arg(z) = ¢ € [0,27) i takvu vrednost
argumenta oznacava¢emo sa arg(z). Postavlja se pitanje da li ¢e vre-
dnosti nekih drugih funkcija zavisiti od izbora vrednosti argumenta ako
se nezavisno promenljive zadaju u polarnim koordinatama. Odgovor je
naravno potvrdan. Razmotri¢emo uticaj izbora argumenta nezavisno
promenljive na vrednost korene i logaritamske funkcije.

Elementaran primer viseznacnog preslikavanja je f(z) = 22. Kako
je svaku tacku kompleksne ravni moguée predstaviti kao z = re!(#2k7)
(k € Z, ¢ € [0,2m) fiksirano) tada je skup slika ove tacke dat sa
22 = {r2e5 ik ¢ Z}. Vidimo da za k € 2Z dobijamo iste vred-
nosti ove funkcije, a takode i za k € 2Z — 1. Stoga, moguce je iz-
dvojiti dve razlicite vrednosti ove funkcije koje odgovaraju istoj tacki.
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Ako je Arg(z) € [4km, (4k + 2)7) tada se slike nalaze u gornjoj polu-
ravni ukljuc¢ujuéi i pozitivan deo realne ose, a ako je Arg(z) € [(4k +
2)7, (4k + 4)m) slike se nalaze u donjoj poluravni ukljué¢ujuéi i nega-
tivan deo realne ose. Zbog prethodno navedenog dovoljno je posma-
trati dve vrednosti argumenta nezavisno promenljive i to slucajeve kada
Arg(z) € [0,2m)1 Arg(z) € [2m,47). Zamislimo da se kompleksna ravan
sastoji od dva lista ! ito na prvom listu argumenti kompleksnih brojeva
su na intervalu [0, 27), a na drugom na intervalu [27, 47). Odgovarajuce
funkcije koje slikaju ove listove nazivamo granama 2 funkcije f(z).
Kako nije moguce uzimanje tacaka sa razlicitih listova, a da funkcija
pritom ostane jednozna¢na tada se povlaéi zasek * | u ovom slucaju
duz pozitivnog dela realne ose. Zamislimo da je gornja granica prvog
lista spojena sa donjom granicom drugog lista, po zaseku, i obrnuto.
Tada se prelazeci preko zaseka, prelazi sa jednog na drugi list a samim
tim se menja i grana funkcije. Za funkciju f(z) = 22 kazemo da je
dvolisna, to jest da se njena RIEMANNova * povrs sastoji od dva lista.
Vidimo da se obilaskom oko tacaka z = 0 i z = oo argument nezavisno
promenljive menja tako da dolazi do promene grane funkcije. One
predstavljaju algebarske tacke grananja ® drugog reda funkcije f(z).
Uopstavajuci ovaj primer, s obzirom na definisanje pojma korena kom-
pleksnog broja, zakljucujemo da funkcija f(z) = 2w, gde je n prirodan
broj, ima n grana, a tacke 0 i oo su algebarske tacke grananja n—tog
reda. Listovi RIEMANNove povrsi definisani susa Ly, = {z = re™? | ¢ €
[2km,2(k + 1))}, za k =0,1..n — 1.

Drugi, tipican primer, multiformnog preslikavanja jeste logaritam-
ska funkcija. Po definiciji imamo da je Lnre@2F) = Inr + i(p +

llist je standardan naziv za predstavljanje svih tacaka kompleksne ravni na
kojima je funkcija jednozna¢na, $to se postize definisanjem granica za argument
tacaka.

2 grana predstavlja restrikciju funkcije na njen list.

3 zasek predstavlja barijeru preko koje nije moguée preéi pri posmatranju taéno
jedne grane viSeznacne funkcije. Povlacenjem zaseka moguce je definisati tacno
jednu granu funkcije na skupu kompleksnih brojeva bez zaseka.

4RIEMANNova pours funkcije predstavlja skup svih njenih listova.

Stacka, obilaskom oko koje dolazi do promene argumenata drugih tacaka, a
samim tim i promene grane funkcije naziva se tacka grananja. Red tacke grananja
predstavlja broj grana koje se medusobno menjaju obilaskom oko nje i on moze biti
algebarski (konacan) ili transcedentan (beskonacan).
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2km). Dakle, skup slika tacke z € C je beskonacan. Vidimo, da se
u ovom slucaju RIEMANNova povrs sastoji od beskonacéno (ali pre-
brojivo) mnogo listova, koji su definisani sa Ly = {z = re’ | ¢ €
[2km, 2(k + 1)m)}, za k € Z, a zasek mozemo povuéi duz pozitivnog
dela realne ose. Obilaze¢i oko tacaka z = 0 1 z = 0o menja se grana
funkcije i one predstavljaju transcedentne tacke grananja. Povlacenjem
zaseka na razli¢ite nac¢ine, mozemo definisati "razne vrednosti logari-
tamske funkcije”. Ako bi povukli zasek duz poluprave Re(z) = Im/(z)
u prvom kvadrantu, tada su listovi definisani sa Ly, = {z = re™ | ¢ €
[Z + 2k, & + 2km)}, za k € Z.

Ako se u prethodnim primerima zahteva da je Arg(z) € [0,27)
tada dobijamo glavne vrednosti logaritamske i korene funkcije i u tom
slu¢aju Ln oznacavamo sa In.

Definisa¢emo jos neke elementarne funkcije koje su determinisane
granom viSeznacne logaritamske i korene funkcije.

d) Inverzne trigonometrijske funkcije.

Arkus-sinus Arcsin (z) = —iln (iz + V1 — 22);
Arkus-kosinus  Arccos (z) = —iln (z + V22 — 1);

e) Inverzne hiperbolicke funkcije.

Arkus-sinushiperbolikus Arcsh (z) = Ln (2 + V22 4+ 1);
Arkus-kosinushiperbolikus — Arcch (z) = Ln (z + /22 — 1);

Uzimajuci glavne vrednosti logaritamske funkcije dobijamo glavne vre-
dnosti inverznih trigonometrijskih i hiperbolickih funkcija.

Slede¢i, nesto detaljniji tekst, ima za cilj da omoguci studentu lakse
usvajanje postupka odabira taéno jedne grane multiformne funkcije. U
vezi sa tim postoje dva osnovna pitanja.

(1) Kako povudéi zasek tako da je moguce izdvojiti jedin-
stveno definisanu granu funkcije?

Neka se tacka krece po pozitivno orijentisanoj zatvorenoj krivoj u kom-
pleksnoj ravni iz koje je izbacen zasek. Zasek treba povuéi tako da ne
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dode do promene vrednosti funkcije u njoj, kada se ona vrati u prvo-

bitni polozaj.

Posmatrajmo funkciju f(z) = z2. Neka je
. . Sl Im

2o € C proizvoljna tacka ¢iji je argument k,

jednak . Ako se tacka krece po konturi

ki sa Slike 2 nakon povratka u prvobitni

polozaj njen argument ostaje neprome- ¢

njen, a samim tim i vrednost funkcije u Re

njoj. Ako se tacka krece po konturi ks

sa Slike 2, nakon povratka u prvobitni Im

polozaj njen argument postaje ¢ + 2, zZ,

te se vrednost u njoj menja. Dovoljno je

zasek povudéi tako da sadrzi tacku z = 0, )

a standardno se povlac¢i duz pozitivhog "\ Re

dela realne ose. Dakle, u opstem slucaju Sika 2

zasek treba da sadrzi sve tacke grananja ’

funkcije, jer se obilaze¢i oko njih argument menja tako da utice na

vrednost funkcije.

(2) Kako definisati odredenu granu funkcije?
Prvo definisemo vrednost u nekoj konkretnoj tacki. Funkciju pred-
stavimo u obliku proizvoda i koli¢nika elemenata oblika z —a i kompozi-
cije sa elementarnim funkcijama. Za tacku, u kojoj je definisana vre-
dnost funkcije, odredimo vrednosti argumenata elemenata prethodnog
tipa. Argument elementa z—a u nekoj tacki zq je ugao pod kojim se vidi
tacka zg iz tacke a. Tacku u kojoj je poznata vrednost funkcije, spojimo
krivom 7y, koja ne sece zasek (jer je na tom skupu funkcija jednoznacno
definisana), sa tackom u kojoj trazimo vrednost funkcije. Promena
argumenta, duz krive v, u oznaci A,Arg (2 — a), predstavlja razliku
argumenata uglova izmedu vektora polozaja ( u odnosu na tacku a)
tacke u kojoj trazimo vrednost i tacke u kojoj je vrednost poznata,
i to onaj ugao kome pripada kriva koja te tacke spaja. Konac¢ni ar-
gument jednog elementa oblika z — a, u tacki ¢iju vrednost trazimo
jednak je zbiru argumenta elementa z — a tacke ¢iju vrednost smo
prvenstveno definisali i promene argumenta. Kompozicijom sa ele-
mentarnim funkcijama dobijamo argument vrednosti funkcije u tacki
u kojoj odredjujemo vrednost. Vrednost funkcije je odredena izrazom

F(2) = 1F(:)| e,
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Zadaci

7. Za naredne funkcije odrediti tacke grananja, a zatim formirati
zaseke tako da je moguce izdvojiti jednu granu funkcije.

(a) f(z) =Inz+z (b) f(z) = /55 () f(2) = V(2 —a)(z = D),
(d) fi(2) = V22 i fol2) = (V2)* (e) f(2) = Ln =,

pri ¢cemu a,b € R.

ResSenje.
(a) z =01 z = oo su transcedentne tacke grananja, a zasek se povlaci
duz pozitivnog dela realne ose.
(b) z = a i z = b su algebarske tacke grananja, drugog reda. Zasek se
povlaci od tacke z = a do z = b, duz realne ose. Tacka z = oo nije
tacka grananja posto je llm f(2) = v/1 1 imamo razli¢ite vrednosti na
razlicitim granama u tojztaogki.
(¢) z = a iz = bsu algebarske tacke grananja, drugog reda. Zasek se
povlaci od tacke z = a do z = b, duz realne ose. Nesto kasnije vide¢emo
da tacka z = oo nije tacka grananja. Ispitivanje njene prirode vezano
je za pojam ”singulariteta funkcije” (ta tacka predstavlja ”"pol” prvog
reda).
(d) U oba slucaja tacke grananja su z = 01 z = oo, te se zasek
povlaci duz pozitivnog dela realne ose. Za funkciju f; re¢ je o alge-
barskim tackama grananja cetvrtog reda, a za fy drugog reda. Kako
je (/2)* = /z, znaci da funkcija f, ima dve grane te je njena RIE-
MANNova povrs dvolisna, dok za funkeiju f; vazi da je v/22 = +/z, te
je njena RIEMANNova povrs ¢etvorolisna. Zasek se povlaci duz pozi-
tivnog dela realne ose, a da bi konstruisali listove RIEMANNove povrsi
za funkciju f1, konstruisemo po dva lista za svaku od funkcija +4/z.
() z =01z = 1 su transcedentne tacka grananja, dok z = oo nije
tacka grananja, $to se pokazuje sli¢no kao u primeru (b). Zask se povlaci
duz duzi [0, 1] na realnoj osi.

8. Odrediti tacke grananja, RIEMANNovu povrs, opisati sve grane
funkcije f(z) = /z 4+ vz — 2, i objasniti prelazak sa jedne na drugu
granu.

ReSenje. z = 0 je algebarska tacka grananja drugog reda, z =
2 je algebarska tacka grananja treteg reda, a z = oo je algebarska
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tacka grananja Sestog reda. Zaseci se povlace duz polupravih [0, i00) i
[2,241i00). RIEMANNova povrs sastoji se od Sest listova, koji su spojeni
po ovim zasecima, a samim tim i funkcija ima Sest grana. Posmatra-
jmo funkcije f1(z) = /z 1 fa(2) = /2 — 2. Definisa¢emo po jednu od
grana ovih funkcija pomocu f2(z) = /|z[e"?, (p1 = arg(z) € 2,27))
i f5(2) = ¥/lz—2[e'F, (oo = arg(z — 2) € [£,%)). Druga grana
funkcije f; moze se predstaviti u obliku €™ f{(z), a preostale dve grane
funkcije f» imaju oblik '3 f9(2) i €'5 f9(z). Sve grane polazne funkcije
f mogu se opisati na slede¢i nacin:

FU2) = f2) + f2(2),  fH2) =€ fR(2) + f9(2),
F22) = f2) + 5 f3(2), fH2) = €T fR(2) + €5 f3(2),
PP(2) = f2(2) + €5 f3(2), fO(2) = €™ f{(2) + €5 f3(2).

Obilaskom oko tacke z = 0 ( prelaskom preko prvog od navedenih za-
seka ) imamo promenu grana funkcije na sledeé¢i nacin f! < f2, f3 «
4 f° < f% ( odnosno analogan prelazak sa odgovaraju¢ih RIE-
MANNovih povrsi). Obilaskom oko tacke z = 2 ( prelaskom preko
drugog od navedenih zaseka ) imamo promenu grana funkcije na sledeci
nacin f! « f3 — f5 f2 < f* < f% ( odnosno analogan prelazak sa
odgovaraju¢ih RIEMANNovih povrsi). U tacki z = 0 spajaju se vre-
dnosti po dve grane tacnije f1(0) = f%(0), f2(0) = f40), f°(0) =
19(0), te je ta tacka algebarska tacka grananja drugog reda, dok se
u tacki z = 2 spajaju po tri grane f1(2) = f3(2) = f°(2), f*(2) =
f42) = f5(2), te je ona algebarska tacka grananja treceg reda.

9. Odrediti sve vrednosti funkcije f(z) = ¢/12= u tacki z = —=2. U
zavisnosti od odabrane grane odrediti vrednost f ( ).

Resenje. U tacki z = —2 imamo da je arg,__, (2 +1) = 7+2km, i
5 1+z

&'

7'r+2(k l)7r
5

arg,__o)(1—z) = 2w gde k,l € Z odakle sledi da je arg,__,,
L tada je f

$(m+ 2km —2Im). Kako je | f(—2)| = 7 (—2) = %e
Zbog periodic¢nosti trigonometrijskih funkcija razlicite vrednosti po-

lazne funkcije dobijamo za k —1 € {0, 1, 2,3,4} i u tacki —2 one iznose
%ezg, %el%ﬂ, %e”, \/ge i %e %, Tatke 2 = —1iz=1su
algebarske tacke grananja petog reda, RIEMANNova povrs je petolisna,
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a zasek povla¢imo izmedu navedenih tacaka grananja, duz realne ose.
Razmatracemo dva slucaja, u zavisnosti od krive 7 koja spaja tacke
—2114. Neka je tacka —2 spojena krivama 7, i 7o koje su orjentisane

kao na Slici 3.
AIm

Slika 3.

Na prvom crtezu slike 3 prikazana je promena argumenta elementa
z + 1, a na drugoj promena argumenta elementa 1 — z. Imamo da je
Aarg, (z+1) = =2 Aarg (1 —2) = —%, Aarg (2 +1) = i

Aarg, (1 —z) = I, odakle sledi da je f(i) = eilf5+*%5%) bez obzira
po kojoj od krivih je posmatrana promena argumenta, posto one ne

seku zasek funkcije.

10. Data je funkcija f(2) = 1/2(2 — z). Pokazati da je moguce
odabrati granu funkcije definisanu sa f(—1) = v/3i, a zatim odrediti
f(4) 1 f(20).
Resenje. Tacke z = 01 2z = 2 Im
su algebarske tacke grananja drugog
reda, RIEMANNova povrs je dvolisna, 1N 5 4 Re
a zasek povlacimo izmedu navedenih
tacaka grananja, duz realne ose. Kako
je arg,__qyz = miarg,__(2 —z) = 0,
sledi da je arg f(—1) = %, odakle do-
bijamo da je f(—1) = V3e'z = /3i.
Neka je tacka z = —1 spojena sa z = 4
krivom 7 kao na prvom grafiku sa Slike
4.  Imamo da je u odnosu na tacku /
Y

z = —1, promena argumenta duz krive
7, u tacki z = 4 jednaka Aarg, z = 7 i
Narg (2 — 2) = m, odakle dobijamo da
je arg,_yz = 21 i arg,_y(2 — 2) = 7. Slika 4.

/4

-1 2 Re
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Konacno, dobijamo da je arg f(4) = 3¢, te je f(4) = —24/2i. Odredimo
vrednost funkcije u tacki 2¢. Neka je tacka z = —1 spojena sa z = 2i
krivom 7 kao na drugom grafiku sa Slike 4. Tada imamo da je u odnosu
na tacku z = —1 promena argumenta duz krive v u tacki z = 2¢
jednaka Aarg z = —7 i Aarg (2 — 2) = —7, odakle dobijamo da je
vrednost arg(,_,, 2 = § 1 arg,_y;(2 — z) = — 7. Konaéno dobijamo da
je arg f(2i) = Z, te je f(2i) = 2V/2¢'5.

Zadaci za vezbu

4. Odrediti tacke grananja, kao i zaseke funkcija

a) f(2) = /(2 —a1) (2 — az)(> — ay),
b) f(Z) - \3/ (szail)z +\/Zz —as,

a zatim opisati RIEMANNove povrsi funkcije.

Rezultat. a) Tacke z = a;, (1 = 1,2,3) 1 2 = oo su algebarske

tacke grananja drugog reda. Zaseci se povlace od konacnih tacaka do
beskonacnosti paralelno sa imaginarnom osom. RIEMANNova povrs je
dvolisna.
b) Tacke z = a; i z = ay su algebarske tacke grananja treéeg reda, a
2z = ag algebarska tacka grananja drugog reda. z = oo je algebarska
tacka grananja Sestog reda. Zaseci se povlace od kona¢nih tacaka do
beskonac¢nosti paralelno sa imaginarnom osom. RIEMANNova povrs
ima Sest listova.

5. Za sledeée funkcije odrediti tacke grananja, formirati zaseke i
opisati RIEMANNove povrsi. Ako je funkcija defisana u tacki 2y od-
rediti f(z).

a) f(z)=Ln(z—1), f(z0=0)=1im, 2z =—i.

b) f(2) = V23— 24, flzo=—2) = V24i, z =2.

Rezultat. a) Tacke z = 11 z = oo su transcendentne tacke
grananja a zasek se povlaci od tacke 1 do co duz pozitivnog dela realne
ose. f(z1) =Inv2+ 2.

b) Tacke z = 0 i z = 1 su algebarske tacke grananja drugog reda i
zasek se povlaci izmedu tih tacaka duz realne ose. f(2) = 21/2i. Nije
tesko uociti da je za svako x € R, x > 1 vrednost funkcije odredena

sa f(z) =ivat — 23
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N——

Preslikavanja skupova tacaka kompleksnim funkcijama
24. Dati geometrijsku interpretaciju preslikavanja

(a) f(z) =z4a, (b) f(z)=az i(c) f(z2) =2"(neN),zaacC.
Resenje. (a) Preslikavanje predstavlja translaciju za vektor d.
(b) Ako tacku a predstavimo u obliku a = pe’#?, a tacku z pomocu z =
re’ imamo da je f(z) = pre?0+¥) odakle sledi da je dato preslikavanje
kompozicija rotacije za ugao g i homotetije sa koeficijentom p.
(¢) Sliéno kao u prethodnom imamo kompoziciju "uveéanja” modula
broja i rotacije za ugao (n — 1)ep.

25. Reciprocénom funkcijom f(z) = % preslikati kruznicu |z| = 1 kom-
pleksne ravni. Na Sta se preslikava unutrasnjost, odnosno spoljasnjost
jedini¢ne kruznice?

Resenje. Ako je z tacka jedini¢nog kruga
tada je |z| = 1, odakle sledi da je |f(z)] = 1, sto
znaci da se tacke jedinicnog kruga slikaju u tacke
istog kruga, ali izuzev tacaka z = 11 2z = —1,
menjaju mesto na krugu. Kako iz |z] < 1 sledi
da je |f(z)| > 1 i obrnuto, zaklju¢ujemo da se

unutrasnjost jedini¢nog kruga slika u njegovu spoljasnost i obrnuto.
Iz f(+i) = Fi, zbog ¢injenice da je preslikavanje konformno te ¢uva
orjentaciju krivih, zakljucujemo da se gornja poluravan slika u donju i
obrnuto. Osencene oblasti sa slike slikaju se medusobno jedna u drugu,
a takode i neosencene. Krive [y i [, a takode i krive ¢; i ¢o slikaju se
medusobno jedna u drugu, u odgovaraju¢em smeru.


Jesha
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26. Za z = x + yi, krug u Sirem smislu u kompleksnoj ravni definise
se izrazom a(z? +y*) +br +cy+d =0 (bV*+ c* > 4ad, a,b,c,d €
R) i obuhvata jednacinu prave i jednac¢inu kruga u smislu klasiéne
definicije u R%. U slucaju kada je a = 0 jednacina kruga u Sirem
smislu predstavlja pravu. Dokazati da se reciproénom funkcijom krug
u Sirem smislu, slika u krug u Sirem smislu.

ResSenje. Neka je w = %, gde je sa w = u + v oznacena slika
tacke z =z +yi. Iz u +iv = #yz razdvajanjem realnog i imaginarnog
dela dobijamo da je ¥ = 15 1y = — 5. Zamenom dobijenih veza
u jednacinu kruga u Sirem smislu dobijamo jednacinu slike polaznog
kruga d(u? +v?) +bu—cv+a = 0 koja takode predstavlja krug u sirem
smislu. Izveséemo neke zakljucke:

(A) Ako je a # 01 d # 0 tada je re¢ o krugu koji ne prolazi kroz
koordinatni pocetak i slika se u krug koji ne prolazi kroz koordinatni
pocetak.

(B)Ako je a # 01d = 0 tada je re¢ o krugu koji prolazi kroz koordinatni
pocetak i slika se u pravu koja ne prolazi kroz koordinatni pocetak.
(C)Ako je a =01 d # 0 tada je re¢ o pravoj koja ne prolazi kroz koor-
dinatni pocetak i slika se u krug koji prolazi kroz koordinatni pocetak.
(D)Ako je a = 01 d = 0 tada je re¢ o pravoj koja prolazi kroz koordi-
natni pocetak i slika se u pravu koja prolazi kroz koordinatni pocetak.
Geometrijski posmatrano, kako se tacka 0 slika u oo i obrnuto, zakljucci
(B) i (C) su sasvim logi¢ni, posto ne postoji krug koji sadrzi oco.

27. Funkcijom w(z) = 2% preslikati oblast

Q={ze€C|0<arg(z) <7/2}.

Ispitati detaljno preslikavanje ruba oblasti €2..

mozemo je razloziti na wy(z) = z +14, wa(z) = iz, wy(2) = 1, wy(z) =
2z 1 ws(2) = 1+ z, tako da je w(z) = ws(wys(ws(wa(wi(2))))). Pre-
slikavanjem polazne oblasti, redom, kao na slici 7, pri ¢emu je sa [;;4
oznacena slika krive [; pri preslikavanju wj;, a sa k;i; oznacena slika
krive k; za j = 1,2,3,4 1 5, svakim od preslikavanja koja dekom-
ponuju polaznu funkciju dobijamo sliku polazne oblasti. Strelice na
grani¢nim krivama oznacavaju orjentaciju krivih, koje predstavljaju
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rub oblasti €. Orjentacija ostaje ista pri svakom od preslikavanja,
posto su konformna. Pri preslikavanjima koristimo geometrijske in-
terpretacije opisane u zadacima 24, 25 i 26. Osenceni deo predstavlja
sliku prethodne oblasti, svakim od preslikavanja, redom.

-
S

Slika 7.

28. Funkcijom f(2) = 7 preslikati krug [2] = 1.
Resenje. Polazna funkcija moze

se predstaviti u obliku w(z) = z—il-i , te C]Im
je mozemo predstaviti kao kompoziciju D B
preslikavanja wa(z) = 11 wi(z) = 2z + £, P D p
pomotu w(z) = wy(wy(z)). Funkcijom », oK T
wy, krug koji je podeljen kao na slici 8, PSRN
slika se u duz sa prvog crteza slike 9. F H
Pojasni¢emo ovo preslikavanje. Ako tacka G|-1
2 lezi na jedini¢nom krugu, tada je z = €*?, _

Slika 8.

odakle zamenom u w; dobijamo da je
wi(2) = (cosp + sinp) + i(cos @ + sinp).
Zmaci, slika tacke z nalazi na pravoj v = v, za w; = u + v. Tacke
AB,... H se slikaju u tacke Ay, By, ..., H;, redom. Kako duz dobi-
jena preslikavanjem w; pripada pravoj koja prolazi kroz koordinatni
pocetak, tada se njena slika reciprocnom funkcijom nalazi na pravoj
koja takode prolazi kroz koordinatni pocetak. Nalazenjem slika tacaka
Ay, By, ..., Hi, pomo¢u wy dobijamo konacnu sliku polaznog kruga, koja
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je predstavljena na drugom crtezu slike 9.

Im W H, Im
B G
" 2l ¢,y " EN
—> ]/A1 —> F,
~2-1 D, / -V2/4 V2/4
H, 12 Re -1/2 1/2 Re
E, // ’
7o -1 B\.C,
7o |2 4,
D,
Slika 9.
29. Funkcijom w(z) = £ preslikati oblast

Q={z|0<arg(z) <7, |2 <3, [z = (3+3i)] > 3}.
Resenje. Kako se funkcija moze predstaviti kao w(z) = 1 + 3;
mozemo je razloziti na funkcije

wi(2) =3+ 2z, wa(z) = 1, wy(2) =iz iwy(z) =1+ 2.

Postupkom kao u prethodnom zadatku dobijamo da poslednji crtez na

slici 8 predstavlja sliku polazne oblasti.
!
A

o 3+3i : 3

Im
Moy | w, Wi
i . 16 re 6 1 76 ke

Slika 10.
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30. Funkcijom w(z) = sin z preslikati oblast
m 7r
Q:{z€C| —§<Re(z)<§, Im(z)>0}.

Da li je ovo preslikavanje konformno?

Resenje. Kako je

. 1 [e* e 1 o 1
sinz = - (— — =— | —te A
2\ 1 { 2 —iei )’

polaznu funkciju mozemo predstaviti kao kompoziciju funkcija

wi(2) = iz, wa(z) = €%, ws(2) = —iz i wa(z) = % (z + %) |

I Im
I
k;
-1

43‘
I Re

Slika 11.

Funkcije w; 1 w3 predstavljaju rotacije za ugao od 7 i —7, redom.
Posmatrajmo preslikavanje ws kojim treba preslikati oblast sa drugog
crteza slike 11. Kako je tu oblast mogude opisata sa {z € C | Re (2) <
0, =5 <Im(2) < 5}, imamo da je e* = ﬁ %, te je e*] < 1 pa se
cela oblast slika u unutrasnjost jedini¢nog kruga. Kako je ws(oc0) = 0,
a wy(0) = 1, slika je unutrasnjost jedini¢nog kruga u desnoj poluravni.
Preslikavanje wy, koje se naziva Funkcija Zukovskog predstavlja zbir
linearne i recipro¢ne funkcije. Ovim preslikavanjem, tacka z = e je-
dini¢nog kruga, slika se u tacku cos ¢, realne prave, koja predstavlja
granicu gornje i donje poluravni. Kako je w4(—%) = %i, a preslika-
vanje neprekidno tada se sve slike donjeg polukruga nalaze u gornjoj
poluravni.
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Preslikavanje definisano funkcijom w, konformno je u svim tackama
kompleksne ravni, izuzev u tackama z = 41, te se uglovi izmedu krivih,
koje se seku u ovim tackama, menjaju nakon primene preslikavanja.

31. Funkcijom f(z) = 222 preslikati oblast
D={2e€C| % <Re(z) <7}

Resenje. Kako je f(z) = S;?j = —% + %e%, funkciju mozemo
predstaviti kao kompoziciju funkcija fi(z) = 2iz, fo(z) = €*, f3(z) =
1, fa(z) = £z, f5(2) = —% + z. Slika koja se dobija redom svakim od
preslikavanja je

D, = fi(D) ={z€ C|% <Im(z) < 5},

Dy = fo(D1) = {z € Clarg(z) € (3, 5)},

D3 = f3(Dy) = {2 € Clarg(z) € (—5,—3)},

Dy = fu(Ds) = {z € C|arg(z) € (0, %)},

Ds = f5(Dy) ={z € Clarg(z+ %) € (0,5)} = f(D)

Bilinearna transformacija

32. Funkcijom w(z) = 1% preslikati

(a) D={2€C|Im(z) >0} i (b) krug |z| = 1.

Resenje. Zadatak je moguce resiti dekompozicijom funkcije, kao
u prethodnim zadacima. U ovom zadatku pokaza¢emo nalazenje slike
bilinearnom transformacijom, pomoc¢u inverzne transformacije. Nije
tesko uociti da je inverzno preslikavanje zadato sa z = . Pred-
stavimo tacku z pomocu z = x + yi, a njenu sliku w sa w = u + .

(a) Zamenom tacaka z i w u inverznu transformaciju, nakon izjednaca-
vanja imaginarnih delova, dobijamo da je y = m Kako je uslov
y > 0 ekvivalentan uslovu v > 0 tada se gornja poluravan D slika u

gornju poluravan.

(b) Zamenom inverzne transformacije u jednac¢inu polaznog kruga do-
bijamo da se on slika u pravu u = —%.
33. Funkcijom w(z) = 2 preslikati krug 2° + y* — 2y = 0, gde je
z=x+ Yyt
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Resenje. Koristedi veze da je 22 = 2? + ¢, ¢ = ZE iy = 52
imamo da jednacina kruga glasi 2z + i(z — z) = 0. Kako je inverzna

transformacija odredena pomocu z = f_“—w zamenom u prethodnu je-

dnacinu polaznog kruga dobijamo da je slika polaznog kruga, krug cija
je jednacina u? 4+ v? 4+ 2u — 4v + 1 = 0, gde je w = u + iv.

34. Odrediti bilinearnu transformaciju koja oblast
D,={z€C|lz] <1, Imz>0}
preslikavaju na oblast
Dy,={weC|Rew>0 Imw>0}.

Resenje. Oblast D, ogranicena je dvema krivama, ta¢nije gornjim
polukrugom jedini¢nog kruga sa centrom u koordinatnom pocetku,
koju ¢emo oznaciti sa [ i orjentisati od tacke 1 ka —1, i delom re-
alne prave izmedu tacaka —1 i 1 koju ¢emo oznaciti sa [5. Oblast D,
ogranicena je dvema polupravama, tac¢nije nenegativnim delovima re-
alne i imaginarne ose u kompleksnoj ravni. Deo imaginarne ose od
beskonacnosti do tacke 0 oznac¢imo sa L, a deo realne ose od nule
do beskonacnosti oznacimo sa Ly. Navedeni elementi prikazani su na
narednoj slici.

Im

IR Re L, Re

Kako bilinearna transformacija ¢uva uglove izmedu krivih, tada posto-
je dve mogucnosti.

Prva moguc¢nost. Ako je f(—1) =01 f(1) = oo, tada mora vaziti da je
b=aid= —c, te trazena transformacija ima oblik f(z) = %;_i} Zbog
konformnosti preslikavanja sledi da se kriva [y slika u krivu L, a kriva
[y u krivu Lo. Kako se tacka z = 0 slika u pozitivan broj sa realne ose
imamo da ¢ mora biti negativan, posto je f(0) = —%. Dakle trazena
preslikavanja su oblika f(z) = ozf_r}, gde je a proizvoljan negativan
realan broj.

Druga moguénost. Ako je f(1) =01 f(—1) = oo, tada mora vaziti da

. o . o o .. . . o -1
je b= —aid = c te trazena transformacija ima oblik f(2) = ¢Z.
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Kako se kriva [ slika u krivu Lo, a kriva [, u krivu L; tada se tacka
z = 0 slika u tacku sa pozitivnog dela imaginarne ose te ¢ mora biti
negativan umnozak imaginarne jedinice 7, posto je f(0) = —%. Dakle
trazena preslikavanja su oblika f(z) = aiZ=+, gde je a proizvoljan ne-

. . z+17
gativan realan broj.

35. Odrediti sve bilinearne transformacije koje krug
k,={z€C||z| =2}
preslikavaju na krug
ky={we C||w+1| =1},
a tacke —2 1 0 u tacke 0 i ¢ respektivno.

Resenje. Uocimo da je jednacinu kruga k, moguce predstaviti u
obliku |w+1]? = 1, $to je ekvivalentno sa (w+ 1)(w + 1) = 1, odnosno
sa ww + w4+ w = 0. Neka je trazena transformacija w(z) = %, gde
su a,b,c,d € C nepoznate konstante. Zamenom u jednacinu kruga
dobijamo jednakost

(a@ + ac+ac)zz + (@b + bc+ad)z + (ab+ ad + be)z + (bb+ bd + bd) = 0,

koja mora predstavljati polazni krug zz = 4. Tada moraju vaziti je-
dnakosti:

(1) ab+bc+ad=01

(2) —4(a@+ ac+ ac) = (bb + bd + bd).
Kako mora vaziti da je w(—2) = 0, tada je b = 2a, a zbog w(0) = ¢

sledi da je d = —2ai. Zamenom poslednjih veza u (1) i (2) dobijamo
. o . . -~ . . . Z+2
da je ¢ = —(1 +4)a, te je trazeno preslikavanje w(z) = — 7755

36. Odrediti skupove koji se funkcijom f(z) = e* slikaju u gornju
poluravan kompleksne ravni C.

Resenje. Kako je e* = e%e® skupovi oblika
Sk = {z:x—i—iy |z €eR, ye [2k7r,(2k;—|—1)7r]}
se slikaju u gornju poluravan, ukljucujuéi i realnu osu, posto su argu-

menti slika na intervalu [2k7, (2k + 1)7]. Zadatak se moze uopstiti.
Funkcija f(z) = en?, gde sum i n uzajamno prosti brojevi skupove

Sn7m:{z:x+iy|a:€R, y € %2k7r,%(2k+1)7r]}
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slika u gornju poluravan.

37. Odrediti opsti oblik bilinearne transformacije koja gornju polu-
ravan, bez realne ose, slika na unutrasnjost jedinicnog diska. Zatim
odrediti bar jednu analiticku funkciju koja skup

D={2€C|0<Imz <67},

slika na unutrasnjost jedini¢nog diska.

Resenje. Neka je w(z) = %@, gde su a,b,c,d € C nepoznate
konstante. Kako je granica gornje poluravni realna osa tada se ona
mora slikati u jedini¢nu kruznicu, koja je granica jedini¢nog diska. Pre-
tpostavimo da je rec¢ o jedini¢noj kruznici sa centrom u koordinatnom
pocetku. Ako bi bilo a = 0 tada ne postoji tacka koja se slika u 0. Ako
bi bilo ¢ = 0, tada je trazena funkcija linearna, te bi slika realne ose

bila prava. Zbog toga trazenu funkciju mozemo predstaviti u obliku

b
w(z) = %zi <. Kako tacka 0 lezi unutar jedini¢ne kruznice, tada postoji
tacka 2y koja lezi u gornjoj poluravni koja se slika u 0, te je g = —2p.

Kako bilinearna transformacija ocuvava simetriju, tada se tacka z, koja
je simetri¢na tacki zp u odnosu na realnu osu slika u beskonacno, koje
je simetricno tacki 0 u odnosu na krug. Zbog toga je ‘zl = —2y. Kako
je za svaku tacku x sa realne ose njena slika na jedinicnom krugu tada
mora vaziti da je |w(z)| = 1. Kako je |w(z)| = [¢|[Z=£2] = 1, tada
je |4] =1, te je ¢ = €', za neki broj . Preslikavanje, koje gornju
poluravan slika u unutrasnjost jedinicnog diska je oblika

w(z) = e T2

gde je zy proizvoljna tacka gornje poluravni, a a € R proizvoljan broj.
Kako funkcija wq(z) = éz skup D slika na skup D; = {z € C | 0 <
Imz < 7}, a funkcija we(2) = €* skup D; slika na gornju poluravan,
obzirom na prvi deo zadatka, sledi da je

es” — 2
w(z) = e"“— 0
6% — Z,

€6” — 2o

preslikavanje koje skup D slika na jedini¢ni disk.
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Zadaci za vezbu

6. Odrediti konstante a, b, c,d, e € R, tako da funkcija
flx +iy) = 2% + azy? + by® +i(ca® + da’y + ey?)
bude regularna, a zatim odrediti funkciju u potpunom obliku.

Rezultat. a = -3, b=c=0,d=31ie=—1. f(z) = 2%
7. Odrediti analiticku funkciju f(z) = f(re’?), ¢iji je realni deo

funkcija u(r, @) = w, u potpunom obliku.

Rezultat. f(z) = 1(1+ 1)+ ic.
8. Odrediti analiticku funkciju f(z) = u(z,y) + iv(z,y), ¢iji je realni
deo oblika u(z,y) = g(¥), gde je g dva puta diferencijabilna funkcija
koju treba odrediti.

Rezultat. g(t) = ciarctgt +c; (t =2), a f(z) =icilnz+cp +
ics, (c1,c9,c3 € R).
9. Ispitati dali postoji harmonijska funkcija oblika u(z,y) = ¢ (””QILyQ ,
gde je ¢ dva puta diferencijabilna funkcija, i ukoliko postoji odrediti
je.

Rezultat. u(z,y) = %5 + co.

12+y2

10. Funkcijom f(z) = "‘2_4“:5 preslikati oblast

22 —4iz

D:{z| |z —2i| < 2, —%<arg(z—27j) <0}.
Rezultat. f(D)={z| |z — 1] <4, Imz <0, Rez + Imz > 1}.

11. Funkcijom f(z) = =21 preslikati oblast

9.
z2— =i

D = -1 <1
{1 i<t o=

1
> — 1 > 2.
-

Rezultat. f(D) = {z | z—3l <3, ]2=3]>1 Rez> %}
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12. Funkcijom f(z) = Z:lfg preslikati oblast

i+1
1 1 1 1
D= : — =41 - — =41 — 5.
{z z 4+z >4,z 2+z <2}

Rezultat. f(D) = {z D7 <Imz < %}

13. Odrediti bar jednu analiticku funkciju koja oblast
D:{z:%<argz<§}
preslikava na unutrasnjost jediniénog kruga |w| < 1.

Rezultat. w(z) = =2

14. Odrediti bar jednu funkciju w = w(z), kojom se oblast
DZ:{ZZ|Z|<1, }z—%}>%}

konformno preslikava na gornju poluravan.

i z+1

Rezultat. w =¢ ™1,

15. Odrediti uslove pod kojima bilinearna transformacija w(z) = %
gde a,b,c,d € C, slika unutrasnjost jedinicnog diska, sa centrom u
koordinatnom pocetku, na gornju poluravan bez realne ose.

Rezultat. ad — be = 0, Im(g) > 0.

16. Odrediti opsti oblik bilinearne transformacije koja jedini¢ni disk
slika na samog sebe.
Rezultat. w = emf__—%oz, gde je zy proizvoljna tacka takva da je
|20] < 1, a a € R proizvoljan broj.

17. Odrediti regularnu funkciju f(z) = u(x,y) +iv(z,y), ¢ji je realan
deo u(z,y) =2 —x i f(2) = 0. Funkcijom @ preslikati oblast D =

{z:]z\<1,0<argz<§}.

Rezultat. f(z) =2—2z,a f(D) ={z:]z+1] > 2,Imz <
0, Re z+1Imz> —1}.



