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2.2 FoOURIERoOV integral i transformacija

Postavlja se pitanje Sta se dogada sa FOURIERovim redom ako pu-
stimo da | — +o00. Posmatrajmo neprekidnu funkciju f(x) koja je ap-
solutno integrabilna na R, to jest, integral fj;o |f(z)|de < M < +o0
konvergira. Neka jel > 0, proizvoljno odabrano. Posmatrajmo funkciju
f(z), definisanu na intervalu [—, ] i periodi¢no je produzimo. Tada se
ona moze predstaviti FOURIERovim redom (1), odnosno

l

f@) =% [ f(t)dt++ +f:o (fl f(®) cos”ftdt> cos ";””—i—(fl f(t) sin”lﬂtdt> sin 27
—1 —1

—1 n=1

d +oo
:%j;f(t)dt%—% Zlflf(t) (cos 27t cos "I - sin " gin "7T) dt

l —+o00 l
=5 [ f)dt+ ¢ Zlff(t)coswdt
5 n=1

Neka je u, = %*. Imamo da je Au, = upy1 — u, = 7, te dobijamo da
je

l +o0

(6) f(x):%/f(t)dt—i—%ZAun/f(t)cosun(t—x)dt.

e n=1
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Kako 5

! l
Llfwat < L [1f@))dt <% — 0, kada I — +oo i kako
-1 —1
suma na desno j strani jednakosti (6) predstavlja integralnu sumu funkcije
f f(t)cosu(t — z)dt, pustajuéi u (6) da I — +oo, dobijamo

da suma konverglra ka integralu

“+o00

(7) /du/f Jcosu(t — ) dt.

0

Koristec¢i adicionu formulu cosu(t — x) = coswut cosux + sinut sin ux
dobijamo da je integral (7) moguée predstaviti u obliku

—+00

(8) / (a(u) cos ux + b(u) sinuz) du,

0

(9) a(u)—%/f(t)cosutdt i b(u)—%/f(t)sinutdt.

Definicija 2. Neka je f(z) apsolutno integrabilna funkcija na celom
skupu R. Integralom (7), odnosno (8) definisemo FOURIERov integral,
pri ¢emu su sa (9) definisani koeficijenti ovog integrala.

Ukoliko je funkcija f(x) neprekidna zajedno sa izvodnom funkcijom
f'(x), FOURIERoV integral konvergira ka vrednosti funkcije. Kao i
FoOUuRIERovV red, FOURIEROV integral, deo po deo neprekidne funkcije,
konvergira ka w.
Napomena. Moze se zakljuciti da FOURIERov integral neparne fun-
kcije ima oblik

“+oo

2
(10) —/Fs(u)sinuxdu, gde je  Fy(u /f t) sin ut dt.

™
0

Sa Fi(u) je oznacen koeficijent b(u) i nazivamo ga koeficijentom si-
nusnog FOURIERovog integrala.
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Ukoliko je funkcija f(z) parna, njen FOURIERoOV integral ima oblik

+00 +o0
2
(11) —/Fc(u)cosuxdu, gde je F.(u) = /f(t)cosutdt.
0

™
0

Sa F.(u) je oznacen koeficijent a(u) i nazivamo ga koeficijentom kosi-
nusnog FOURIERovog integrala. Oznake Fi(u) i F.(u) uvodimo kako
bi imali oznake koje odgovaraju narednom delu teksta.

Kompleksan oblik FOURIERovVog integrala. Kako je funkcija
©(u) parna po promenljivoj u, tada je FOURIERov integral moguce
predstaviti u obliku

400 +

(12) f(x):%/ du/f(t)cosu(t—x)dt.

S druge strane, zbog neparnosti sinusne funkcije, imamo da je

+00 +

(13) 0:% / du /oof(t)sinu(t—:z:)dt.

Sabiranjem (12), sa (13) pomnozenim sa —i, dobijamo da je
1 +o00 +oo

(14) flz) = gy / ™ du / f(t)e ™ dt.
7T

FouriERovu transformaciju funkcije f(z) oznacavamo sa F'(u) i defi-
nisemo integralom

+o00
F(u) = / f(t)e ™ dt.

Iz jednakosti (14) dobijamo da je inverzna FOURIERova transformacija
definisana sa .
1 .
=— [ F(u)e™" du.
fo) =55 [ Fedu

—0o0
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Za FOURIEROve integrale vazi PARSEVALova jednakost

+oo 400
(15) Jais= o [P du

Specijalno, za sinusni i kosinusni FOURIERov integral, vaze PARSE-
VALove jednakosti

+/Oo(f(x))2dx = % +/Oo(Fs(u))Qdu i +/°°(f($))2d$ = % +/M(Fc(u))2du.
Zadaci

10. Funkciju f(z) = sgn (x —a)—sgn(x —b) gde je (b > a) predstaviti
FOURIEROvVIm integralom, a zatim primenjujuéi dobijeni rezultat izra-
. . . +00 sin 2z

¢unati vrednost integrala fo SEEE

Resenje. Kako je f(z) = 2, za € (a,b), a u ostalim tackama
funkcija je jednaka nuli, imamo da je
400 b
a(u)+ib(u) = [ f(z)(cosur+isinuz)du =2 [ e dr = 2 (e —el).

Razdvajanjem realnog i imaginarnog dela dobijamo koeficijente FOURI-
ERovog integrala

a(u) = 2(sinbu — sinau), b(u) = —2(cosbu — cos au).

Primenom adicionih formula za sinus razlike, dobijamo FOURIERov
integral polazne funkcije
+00

2 f sin(x—a)u—sin(x—b)udu.

Kako, po DIRICHLETovO0j teoremi u tacki x = b integral konvergira
ka poluzbiru leve i desne vrednosti fukcije, ta¢nije ka 1 tada za © = b

+oo |
dobijamo da je 2 [ wdu = 1, odakle smenom (b — a)u = 2t,
0

dobijamo da je vrednost trazenog integrala 7.
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11. Funkciju f(z) = e~ (a > 0), predstaviti FOURIEROvVim inte-

gralom, a zatim koristec¢i dobijeni rezultat izracunati vrednost integrala
+00

[ e
0

Resenje. Kako je funkcija f(z) parna tada je b(u) = 0. Imamo
da je

e~ cos ut dt.

BRI
+

a(u) =

Nakon dve primene parcijalne integracije, vratamo se na polazni inte-
gral i dobijamo da je

a(u) =2 54,

te kako je funkcija neprekidno diferencijabilna, imamo da je

2a * cos uT
= d
f(.fE) T f a2+u2 U,
0

Sto predstalja FOURIERovV integral funkcije f. Kako integral konvergira
ka vrednosti funkcije u tacki z = a, dobijamo da je
“+o0o

f Ccos au du _ me”
0

a?+4u? 2a

a2

—2? x| <1

12. Funkciju f(z) = { ! 0, |z|>1

integralom, a zatim izracunati vrednost integrala

, predstaviti FOURIERovIm

+o0 ) +oo ( . )2
T cos x—sinx T : x cosx—sinx
‘([ R T— COS 5 dr 1 g‘ T dzx.

Resenje. Kako je funkcija parna imamo da je b(u) = 0. Parcija-
Inom integracijom dobijamo da je
1
a(u) =L [(1—t?)cosutdt = L(4he — 1ou),
“1
Zbog neprekidnosti funkcije f(x), primenjuju¢i FOURIEROvV integral,
dobijamo da je

+o00o .
f(l') — _% f ucosZS—smu COS UL du
0

Uzimajuci da je z = % dobijamo da je
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“+o00
f U Cos u—sIinu
u3

3

u —
COSQdU— 1

0

Primenjuju¢i PARSEVALovu jednakost za kosinusni FOURIERovV inte-
gral, dobijamo da je

JLr/'OO (u cos u—sin u)? j‘( 2)2 2

(ucosu—sinw)” g, 7 (1 _ 42)2 Jp — T2

ub 16
0 —1

13. Dokazati jednakost

2 [ sin?
—/Sm220052zxdz:{ 1—uz, xE[O,l)‘

T z 0, z>1

Resenje. Pokazacemo da integral na levoj strani jednkosti iz
iskaza zadatka predstavlja kosinusni FOURIERov integral funkcije na
desnoj strani jednakosti. U tom cilju dopunimo funkciju sa desne strane
jednakosti do parne, pomoc¢u

1—z, z€]0,1)
g (z)=¢ z+1, ze(-1,0] :
0, € (—o0,—1]Uz € [1,400)

S
Kako je funkcija ¢* parna, imamo da je b(u) = 0, dok je
1
a(u) =2 [(1—t)cosutdt = %(1 — cosu).
0

Kako funkcija zadovoljava DIRICHLETove uslove, imamo da je
“+o0o
gt (x) =2 [ =% cosua du.
Uvodeéi smenu u = 2z i koristeéi adicionu formulu 1 — cos 2z = 2sin? 2
dobijamo da je
+oo
g (x) =2 [ 22 cos2za dz.
0

14. Primenjujué¢i FOURIERovu transformaciju, resiti integralnu je-
dnacinu

oo u, ue€l0,1]

: 11—
bf f(t)smutdt{ 0 w1
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ResSenje. Funkcija na desnoj strani integralne jednacine predsta-
vlja sinusnu FOURIERovu transformaciju nepoznate funkcije f(z), te
iz jednakosti (10) sledi da je

+00 1 .
flx)=2 [ Fy(u)sinuzdu=2 [(1—u)sinuzdu= %
0 0
e . . 1, |z|<a
15. Odrediti FOURIERoV integral funkcije f(x) = 0 Jo|>a 2
)
a # 0, a zatim primenjujuéi FOURIERovu transformaciju, odrediti
+oo
f smua;osum du.
—00

Resenje. Odredimo FOURIERoV integral u kompleksnom obliku.
Imamo da je

’Lua —’Lua

— 2811'1’11,(1 7a U # 0

u

+oo
= [ ft)e ™ dt = f et dt =

Zau = 0 dobijamo da je F'(u) = 2a. FOURIEROV 1ntegral f F(u)e™® du,

konvergira ka funkciji

1, |z]<a
fre)=9 3 ll=a,
0, |z|]>a

pri ¢emu je vrednost funkcije u |x| = a dobijena DIRICHLETovim kri-
terijumom. Rastavljanjem realnog i imaginarnog dela, dobijamo da je

—+00 —+00 —+00

1 zux 1 sin ua cos ux sin ua sin ux

P Flendu= g [ sy [ sy,
—00 —00

Kako je podinetegralna funkcija u drugom integralu neparna, taj inte-
gral je nula, te dobijamo da je

+oo |ZL‘| <a

s
f sinuaqfosux du — g’ |IL'| —q .

o0 0, |z]>a
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Zadaci za vezbu

5. Funkciju f(x) = #MQ, za a # 0, predstaviti FOURIERovim inte-
gralom.
Rezultat. a(u) = W%, b(u) = 0. Primeniti kompleksnu inte-

graciju po polovini kruga za nalazenje koeficijenata.

6. Funkcije
1+2z, —1<2<0
a) flx)=¢ 1—z, O0<z<1
0, |z|]>1

b) f(z) = e~ cos bz, gde je a > 0

predstaviti FOURIERovim integralom.
Rezultat.

+00 +00

a) % f (1*COS;L2) COs ux du b) % f ((u—b)12+a2 + (u+b)12+a2) COS ux du
0 0

7. Odrediti sinusni FOURIERov integral funkcije f(x) = e % za a > 0
koji konvergira na (0,+00) ka funkciji f(x).

Rezultat. b(u) = %MLW
8. Odrediti kosinusni FOURIERov integral funkcije f(z) = \/%; koji
konvergira na (0,+00) ka funkciji f(x).

Rezultat. a(u) = \/La
9. Primenjuju¢i FOURIERovu transformaciju, resiti integralne jednacine

+o0
a) [ g(u)coszudu = 7
0

oo Zsinz, 0<z<m
: _ 2 ) >
b) bf g(u) sinzu du { 0 > ,

gde je g(u) nepoznata funkcija.
Rezultat. a) g(u) = e *, b) g(u) = 1y

1—u?



Inverzna LAPLACEova transformacija. Da bi odredili inverznu
LapPLACEovu transformaciju podimo od FOURIERove transformacije.
Sa F'(p) oznacimo LAPLACEovu transformaciju orginala f(t), a sa F'(u)
FOURIERovu transformaciju orginala e~ f (), gde je ¢ konstanta. Tma-
mo da je FOURIERova transformacija funkcije e~ f () jednaka LAPLA-
CEovoj transformaciji funkcije f(¢), poéto je

+00
F(u) _ f e (c-Hu)tf f e—ptf ( )’
0
gde smo tacku c + iu oznacili sa p. Na osnovu 1nverzne FoOuURIEROVe
transformacije dobijamo da je e~ f(t) f e F(u) du, odnosno
+oo
dobijamo da je f(t) = 5 [ el"™'F(u)du. Kako je F(u) = F(p)

+
imamo da je f(t) = 5= f et F(p) du. Uvodedi u poslednjem inte-

gralu smenu c+iu = p, dobijamo inverznu LAPLACEovu transformaciju

] c+i00
2 )= — eP' F(p) dp,
2) f0) =55 | P
pri ¢emu se integracija vrsi po pravoj Re (p) = ¢, gde je ¢ izabrano
tako da se svi konacni singulariteti nalaze sa leve strane prave. Ako
su p1, Pa, ..., Pn izolovani singulariteti podintegralne funkcije na osnovu

CAucCHYeve teoreme o rezidumima imamo da je

= 3" Res (" F(p): pe).
k=1

Integral koji odreduje inverznu LAPLACEovu transformaciju, oznacen
jednakoscu (2), naziva se BROMWICHovV integral.



